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LOI GIOI THIEU

Giai tich, duoc biét dén trong lich sir ban dau cua no 1a phép tinh vo cing bé, 1a mot
mon toan hoc tap trung vao cac gi¢i han, ham, dao ham, tich phan va chudi v6 han. Isaac
Newton va Gottfried Leibniz da doc l14p phét hién ra phép tinh vao giita thé ky 17. Hai ky hiéu
riéng biét thuong duoc su dung cho dao ham, mot ky hiéu tir Leibniz va mét ky hiéu khéc tur
Joseph Louis Lagrange. Theo ky hiéu cua Leibniz, mot vo cung bé theo x duoc ky hiéu la dx
va dao ham cua y theo x duoc viét nhu ty 18 cua hai dai lugng vo cing bé Z—z. Trong Ky hiéu

cua Lagrange, dao ham twong wng véi x caa ham f(x) duoc ky hiéu la ' (x).

DPao ham cta ham maot bién tai mot gia tri dau vao duoc chon, khi no ton tai, 1a d6 déc
ctia dudng tiép tuyén véi dd thi caa ham tai diém do. Puong tiép tuyén 1a xap xi tuyén tinh tét
nhat cia ham gan gia tri dau vao dé. Vi 1y do nay, dao ham thudng dugc mé ta 1a "téc do thay

d6i tirc thoi", ty Ié cua thay doi tac thoi trong bién phu thudc so véi bién doc 1ap.

Pao ham cua ham maot bién thuc do luong d6 nhay dbi vai thay do6i cua gia tri ham (gia
tri dau ra) d6i Vi su thay d6i trong ddi s6 cua nd (gia tri dau vao). Pao ham 14 mét cong cu
co ban cua tinh toan. Vi dy, dao ham cua vi tri cua vat chuyén dong theo thoi gian 1a van téc
cua vat thé: diéu nay do luong vi tri caa vat thé thay doi nhanh nhu thé ndo khi thoi gian ting
Ién.

Pao ham Ia noi dung giang day co ban, quan trong trong chuong trinh phd thong va dai
hoc. Pao ham c6 nhiéu tng dung thuc tién trong hau hét cac linh vuc khoa hoc ty nhién, kinh
té & hoi. B4o céo nay trinh bay mét trong nhitng ung dung cia dao ham giai quyét bai toan

“céc dai lugng lién quan”.
Noi dung bao céo chia 1am 3 phan
Phan 1: Trinh bay maot s6 kién thtrc co ban vé dao ham.

Phan 2: Trinh bay @ng dung cua dao ham trong bai toan cac dai lwong lién quan



1. M@ét sé kién thite co ban vé dao ham
1.1. Dinh nghia

Dinh nghia. Cho x, € D(f). Pao ham cua ham f tai diém x,, ki hiéu la f'(x,),duoc dinh
nghia

£1(x) = lim )= T00) (n&y gii han nay tn tai hitu han)
X—)XO 0
Néu ton tai dao ham tai x, ta ndi f kha vi tai x,.
Dit Ax = x—x, goi 1a sé gia cua bién sd,
Af (x,) = f (%, +Ax)— f(x,) goi la sd gia cia ham so tai x,, twong ung vai sb gia cua bién sé.
Khi d6

£(x) = lim f (x+Ax)— f(x) _ Af (x).
Ax—0 AX AX

Cong thizc nay cho thiy dao ham con cd thé dugc hiéu nhu mot dai luong do tde do thay doi
cta ham sé so vai bién sb.

1.2.  Tinh chat caa ham c6 dao ham
Tinh chdt 1. Néu f c6 dao ham tai x, thi lién tuc tai x,.

Tinh chat 2. Néu u va v kha vi tai x, va k,k,la cac hang sé thyc bat ki thi

ku+k,v, uv, & (v(x) = 0) kha vi tai x, ddng thoi
\Y

i (ku+kov) (0 = ku'(X) + kv (X);

Il (uv)'(x) =u'(X)v(x) +V'(xX)u(x);
(u(x)), _ u’(X)v(x) =v'(x)u(x) .

v(x) V¥ (x)

Tinh chat 3. (Pao ham caa ham hop)



Néu f (u) kha vi tai diém u = g(x) va g(x) kha vi tai x thi ham hop (f - g)(x) = f (g(x)) kha vi
tai x va (f o g)'(x) = '(g(x))g'(x).
Trong ky hiéu Leibniz, néu y = f (u) va u = g(x) thi

du
a(x) &

dy _dy
dx du

Tinh chat 4. (Pao ham ham ngugc) Cho ham f kha vi lién tuc trén khoang I va f'(x) = 0 V4i
moi xel. Ki higu T={f(x)|xel} l1a tap anh cta I qua f. Khi do, ton tai ham nguoc
f*:T > 1 khavitai moi xeT. Hon nira,

1

(fH(()=———,VbeT
£( (b))
Noi cach khac,
df 1
K x:b_df—’VbET'
& x=f"L(b)

Bang dao ham co ban

(C)Y =0,vC eR (sinx)’ = cosx
(z*) = a.x® !, aeR (cosz) =sinx
JEVF L F . iy — 1
(™) =e (tanz)’ = —
cos?
. —1
(a®)' = a*. lna, a >0 (cotx) = 5
sin”
1 . 1
(Inz) == (arcsinr) = ——
T 1 — o2
—1
log x) = ca>0a#1 arccosr) = ——
(log, z) z.lna 7 ( 52) 1 — a2




Tinh chdt 5. (Bao ham ham an) M6t phuong trinh dang F(x,y) =0 (*) rd rang xac dinh mdi
quan hé ngam giita cac bién x va y. Vi mdi x e R, thay vao (*), ta c6 thé khong tim duoc
hoidc tim dugc mot hay nhiéu gia tri y théa man phuong trinh. Néu véi mdi x e D, thay vao
(*) ta tim dugc chi mot gid tri y thoa man, thi ta néi rang phuong trinh (*) xac dinh mot

ham an y = f (x) trén D, hay n6i cach khéac, ham y = f(x), xe D an trong phuong trinh (*).

Néu tir (*) ta giai duoc y theo x thi viéc tinh dao ham Z—z dugc tinh theo céc quy tic thdng
thuong. Tuy nhién, viéc giai tedng minh ham an y = f (x) tir phuong trinh (*) 1a thuong

khong dé dang. é tinh duoc % ma khong can giai y theo x , ta 1am theo cac budc sau dy:
X

B1. Pao ham ca hai vé ciia phuong trinh F(x,y) =0 theo bién x, coi y 1a ham cua x.

B2. Giai % tir phuong trinh thu dugc sau khi dao ham.
X

Vi du. Viét phuong trinh tiép tuyén véi duong tron x? +y? = 2 tai diém M (1,).
Loi giai. Pao ham hai vé ciia phuong trinh x* + y? =2 theo bién x ta duoc

dy

2X+2y.—=0
y dx
Suy ra,
oy _ -2
dx 2y

Do dbc cua tiép tuyén tai M 1a

m =%

° dx

1.

x=ly=1"
Viy phuong trinh tiép tuyén cua duong tron tai M 1a
y-1l=-1(x-1) < y=—X+2.

2. Bai toan cac dai lwgng lién quan



Gia sir chiing ta c6 hai dai luong x va y cung thay di theo bién ¢ (thuong 12 bién thoi
gian). Bai toan cac dai luong lién quan, hay con goi la bai toan ti 1€ lién quan (related rates)
la bai toan ma ching ta biét mot trong cac ti 1¢ thay doi tai mot thoi diém nhat dinh, chang
han x'(£) = == va ching ta mudn tim ti I khac (chang han =) tai thari diém do.

Néu y duoc biéu dién theo x, tic la ta cd y = f(x), thi van dé nay dé& dang thuc hién duoc

dua theo cong thurc dao ham ham hop

_dy dy dx _

: dy
y(t)—dt—a.a—a.x (t)

Xét mot vi du dau tién don gian

Vi dy 1. Gia sir mot vat dang chuyén dong theo dudng di duoc md ta bai y = x2, tic 1a nd
dang chuyén dong theo duong parabol. tai mot thoi diém cu thé t = 5, toa do ciia x bang 6
va ching ta do toc do thay doi cia x theo thoi gian la % = 3. Hoi dong thoi khi do, toa do
cua y thay d6i nhanh nhu thé nao?

Loi giai. Str dung cong thirc dao ham ham hop ta co

dy dy dx_2 dx
dt _de dt TVt

Tait=5,tacéx=6va%=3.Dodé

dy
— =2.6.3 = 36.
dt

Vi dy 2. Gia sir ta dang bom khong khi vao mot qua bong hinh cau. Ca khéi lwong va béan
kinh ctia qua bong déu tang theo thoi gian. Néu V 1a thé tich va r 1a ban kinh cua qua bong

tai mot thoi diém tae thoi thi
V =—n7xr’.

Chung ta dao ham ca hai vé ctia phuong trinh trén theo t dé tim mot phuong trinh lién quan

dén téc do thay doi tic thoi cua V var



W _dvdr_ o
dt dr dt dt

Vi vay, néu ching ta biét ban kinh r cua qua bong va téc do tang thé tich V tai mot thoi diém
nhét dinh, thi ching ta cd thé giai phuong trinh nay dé tim ra dr /dt - tbc do ting ban kinh
tai thoi diém d6. Luu ¥ rang viée do truc tiép téc do ting thé tich (téc d6 ma khong khi dugc
bom vao khinh khi cau) s& dé dang hon so voi do sy gia ting ciia ban kinh. Phuong trinh
cac dai luong lién quan cho phép chdng ta tinh toan dr/dt tor dVv /dt.
Trong nhiéu truong hop khéc, x va y co thé dugc lién hé véi nhau theo nhirng cach khac
nhau, vi du nhu x = f(y) hay F(x,y) = 0 hoic F(x,y) = G(x,y). Trong nhitng tinh huéng
nay, chling ta van ap dung quy tic dao ham ham hop, dao ham ham an rdi sau d6 thay cac
gia tri da biét dé tim gid tri chua biét.

Ta c6 thé tdm tdir cdc budc 1am bai toan ti 18 lién quan nhu sau:

B1. Phac hoa mét burc tranh vé bai toan va dat tén cho céc bién va hang. St dung t cho

thoi gian. Gia dinh rang tat ca cac bién la cac ham kha vi theo t.
B2. Viét lai gia thiét (vé cac ky hiéu da chon & trén).
B3. Viét ra yéu cau cta bai toan (thuong 14 ty 18, duoc biéu thi duéi dang dao ham).
B4. Tim mot phuong trinh lién quan dén cac bién. Ching ta c6 thé phai két hop hai hoic
nhiéu phuong trinh dé c6 duoc mot phuong trinh duy nhat lién quan dén bién ¢ ty & can
tinh véi cac bién co ty 1é da biét.
B5. Pao ham theo t. Sau d6 biéu thi ty 18 can tim theo ty 1¢ va bién khac.
B6. Panh gia. Str dung cac gié tri da biét dé tim ty Ié chua biét.
Vi dy 3. Nudc chay vao bé hinh non véi tbe do 9m®/ phit cua bé ding xudng va c6 chiéu

cao 10 m va ban kinh co s¢ 14 5 m. Myc nuéc bién d6i nhanh dén muc nao khi nuéc dang

sau 6 m?

Lai giai.



Céc dai lugng thay d6i trong bai toan 1a
-V (t) - thé tich nuéc (m®) trong bé tai thoi diém ¢;

10m

-x(t) 12 ban kinh (m) bé mit cua nudc ¢ thoi diém ¢;

- y(t) 1a d6 sAu (m) cua nuéce & thoi diém .

Chiing ta can tinh 2 khi biét y =6 ‘Z_\t’ _9,

Ta dé dang tinh duoc

Y, :%zxzy, vax=y/2.

Do d6, V :éﬂy3, dan dén

dv 1 ,dy

T .
dt 4" dt
Theo gia thiét y:6,d—V:9, suy ra ﬂzizo,szm/ pht .
dt dt

NO6i cach khac, myc nudc ¢ tée do thay doi 1a 0,32m/ pht .

Vi dy 4. Mot chiéc may bay dang bay thang ra xa chd ban dang vai van toc 500 dam/gio. O
d6 cao 3 dam khoang cach giita may bay va ban ting nhanh nhu thé ndo tai thoi diém may

bay dang bay qua mot diém trén mat dat cach ban bon dam?

Lai giai.

b1




Vi may bay dang bay theo huéng ngang ra xa chd ban ding. Goi x 1a toc d6 cua may bay.

Theo dé bai % = 500. Khoang cach giira ban va may bay la y. Chung ta can tinh %.

Theo dinh |i Pitago, ta ¢6 x? + 9 = y2. Ly dao ham hai vé theo ¢ ta duoc

) dx_2 dy
X =2y

Chung ta quan tam tai thoi diém x = 4. Tai thoi diém ndy y?> = 42 +9 = 25nény = 5. Va
ta thu duoc

dy
2.4.500 = 2.y.E.

Suy ra, % = 400 (dam/qgio).

Vi dy 5. Mot ngudi di bo doc theo dudng thang véi van tdc 3 m/s. Mot dén pha duoc dat trén
mat dat cach duong di 20 m va duoc giir tap trung vao nguoi dan 6ng. Hoi dén pha quay véi

van téc bao nhiéu khi ngudi dan 6ng cach diém trén duong di ma gan dén pha nhét 1a 15 m?

Loi giai.
Goi x la khoang cach giira nguoi dan ong t6i diém A — diém gan dén pha nhét trén duong di
va 6 la goc gitra chum tia sdng cua dén pha va duong vubéng goc vaéi duong di (hinh veé).

Theo gia thiét ta c6

dt

Chlng ta can tim % khi x = 15.



Phuong trinh lién hé giira x va @ c6 thé viét Ia zx_o = tan f hay x = 20 tan 6.

DPao ham 2 vé theo t ta duoc

dx 20 do
dt cos?6 dt’
Suy ra
d6_1 2Halx_l 204_1 2 g
dt_ZOCOS 'dt_ZOCOS . —5cos )

Khi x = 15, dung dinh li Pitago tinh dugc khoang cach dén tdi nguoi dan o6ng 1a 25m. Do

. 4
do, cos @ =;Va

dt 5

dg 1 (4)2 16
5

=—=0,128.
125 0128

Vay dén quay vai van toc 0,128 rad/s.

Vi dy 6. Mt con duong chay theo hudng Bac - Nam cat mot con duong chay theo hudng
Pong -Tay tai diém P. Xe A dang lai vé phia Bic doc theo con duong thir nhat va xe B dang
lai vé hudng Dong doc theo con dudng thir hai. Tai mot thoi diém cu thé Xe A cach diém P
10 km vé phia Bic va dang chay véi van téc 80 km/h trong khi xe B cach diém P 15 km vé
phia Bong va dang chay véi van téc 100 km/h khoang cach giira hai xe thay d6i nhanh nhu

thé nao

A

L (0.a(t)

P (b(1).0)
Loi giai.
Goi a(t) la khoang cach cia xe A dén diém P tai thoi diém t va Goi b(t) 1a khoang céch caa
xe B dén diém P tai thoi diém t. Goi c(t) 1a khoang cach giita 2 xe tai thoi diém t. Theo

dinh i Pitago, a?(t) + b%(t) = c2(t). Pao ham 2 vé theo t ta duoc
9



2a(t)a’(t) + 2b(t)b'(t) = 2¢(t)c'(b).
Suy ra

B 2a(t)a’(t) + 2b(t)b'(t) B a(t)a’'(t) + b(t)b'(t)

“® 2¢(t) - Ja2® + b2

Tai thoi diém dang xét, thay cac gia tri di biét vao ta duoc

10.80 +15.100 460
V102 + 152 V13

Vi dy 7. Mét chat diém P chuyén dong theo chiéu kim dng hd vai van tdc khong dbi doc

c'(t) =

~ 127,6km/h.

theo mot duong tron ban kinh 10 m ¢6 tam tai goc toa do. Vi tri ban dau caa chat diém 1a
(0,10) trén tryc Oy va dich dén 1a diém (10,0) trén truc Ox. Khi chat diém chuyén dong,
duong tiép tuyén tai P cit truc Ox tai diém Q. Néu chat diém mat 30 giay dé chuyén di
chuyén tir diém dau dén cudi thi diém Q di chuyén doc theo truc Ox nhanh nhu thé nao khi

nod cach tam duong tron 20 m?

\\y
P
10
\6 ¢ =
(,0)

Loi giai. Vi chat diém di chuyén tir diém dau dén diém cudi (quing duong m/2) trong 30
giay (1/2 phat) nén né di chuyén theo chiéu kim déng ho theo duong tron véi van téc

n (rad/phut). Nghia la

o
dt = —TI.
DAu &m & day thé hién @ giam dan theo thoi gian.

10



Dit x(t) 1a khoang céch tai thoi diém ¢ cua diém Q dén gdc toa do. Ching ta mudn tinh %
khi x = 20m Vé% = —m (rad /phut).

Tiép theo ching ta tim mdi quan hé giita x va 6. Tir hinh vé ta thdy

10
x.cos O = 10 hay x =—

L4y dao ham 2 vé theo t ta duoc

dx _ 10.sin6 do sin 8

— = — = 10w .
dt cos?60 dt 7Tcoszé?

Chu y rang % < 0 vi x giam khi t ting.

Khi x = 20, cos 8 =§th‘| sin@ =+v1 —cos20 =§. Do dé,

dx

- =-lom. 2v3 = —20V3m ~ 108,8 (m/phit).

11



KET LUAN

Béo céo da trinh bay lai mot sé kién thic co ban vé dao ham cuing bai todn cac
dai luong lién quan. Bai toan nay 1a mot trong nhitng tng dung thuong thay cua dao
ham trong céc linh vuc khéc nhau. Béo céo c6 thé str dung nhu tai liéu tham khao cho

giang vién va sinh vién trong hoc phan giai tich 1.
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